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Empirisches Gesetz der großen Zahlen
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Zufällige Schwankungen bei seltenen Ereignissen

Lehrbuchbeispiele
Auswertung von Beobachtungen

Empirisches Gesetz der großen Zahlen

Die Erfahrung zeigt: Nach einer großen Zahl von Versuchen ändert
sich die relative Häufigkeit eines Ereignisses durch weitere Versuche
nur noch wenig.
...
Die relative Häufigkeit nach einer großen Zahl von Beobachtungen
ist ein Schätzwert für die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses.

viele reale Erscheinungen weisen statistische Regelmäßigkeit
auf

Erfahrungstatsache – nicht beweisbar

Modellebene:
”
Bernoullisches Gesetz der großen Zahlen“
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Lehrbuchbeispiele
Auswertung von Beobachtungen

A. N. Kolmogorow (1933) in §2 Das Verhältnis zur Erfahrungswelt:

Den Ereignissen A werden Wahrscheinlichkeiten P(A) zugeordnet
mit folgenden Eigenschaften:

I. Man kann praktisch sicher sein, dass bei einer großen Anzahl
von Wiederholungen des Vorgangs die relative Häufigkeit von
A sich nur wenig von P(A) unterscheiden wird.

II. Wenn P(A) sehr klein ist, dann kann man praktisch sicher
sein, dass A bei einmaliger Beobachtung des Vorgangs nicht
eintreten wird.

Was heißt
”
praktisch sicher“ und

”
nur wenig“????
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Lehrbuchbeispiele
Auswertung von Beobachtungen

Quelle: Mathematik, Lehrbuch für die Klasse 8 Realschule/Gesamtschule Brandenburg, Paetec, 2003, S. 188
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Lehrbuchbeispiele
Auswertung von Beobachtungen

Quelle: Lambacher Schweizer 8, Mathematik für Gymnasien, Ausgabe A, Ernst Klett Verlag, 2007, S. 182

6 / 25



Empirisches Gesetz der großen Zahlen
Schätzen einer unbekannten Wahrscheinlichkeit

Zufällige Schwankungen bei seltenen Ereignissen

Lehrbuchbeispiele
Auswertung von Beobachtungen

Ereignis und Ergebnis!

Was heißt
”
erwartet man“?

”
stimmen ... fast überein“?
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Zufällige Schwankungen bei seltenen Ereignissen

Lehrbuchbeispiele
Auswertung von Beobachtungen

Quelle: Lambacher Schweizer 8, Mathematik für Gymnasien, Ausgabe A, Ernst Klett Verlag, 2007, S. 182

Was heißt:
”
erwartet man?“
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800
”
fortlaufende“ Ge-

burten im Krankenhaus
Berlin Kaulsdorf 1990

9 / 25
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Lehrbuchbeispiele
Auswertung von Beobachtungen

H. Freudenthal:
”
Ein heutzutage viel abgeschriebenes Beispiel ist

auch das Werfen eines Reißnagels. Ich weiß nicht, ob die Verfasser, die es

empfehlen, es auch ausprobiert haben. Ich versuchte es einmal, aber nach

einigen Versuchen und ein bißchen Nachdenken wurde mir klar, daß das

Experiment von zu vielen und unbeherrschbaren Faktoren abhängt, um

aufschlußreiche Resultate zu liefern. Es hängt da viel von der Art des

Werfens ab und auf die Dauer wird sogar ein fester Experimentator in

seiner Wurftätigkeit Schwankungen zeigen. Es ist übrigens kaum nötig,

darauf hinzuweisen, daß dieses Zufallsexperiment selber kaum motiviert

und als Idee höchst naiv ist.“

Quelle: H. Freudenthal: Der Wahrscheinlichkeitsbegriff als angewandte Mathematik. In: Les applications nouvelles

de mathematiques et de l’Enseignement secondaire, Bericht des 3. CIEM-Seiminars in Echternach, 1973,

Luxemburg, 1975, 15-27 (zitiert nach g. v. Harten; H. Steinbring: Stochastik in der Sekundarstufe I, Köln: Aulis

Verlag Deubner & Co KG, 1984)
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Modell für relative Häufigkeit
Güte der Schätzung
1/
√

n-Gesetz

Schätzen einer unbekannten Wahrscheinlichkeit

Im Rahmenplan in Klasse 7/8 verlangt, aber ohne
Quantifizierung.

Hintergrundwissen:

Ereignis A – Erfolg, z.B. A – Ziehen einer roten Kugel, Ziehen
eines A-Wählers

P(A) = p unbekannt, z.B. Anteil der roten Kugeln, Anteil der
A-Wähler, Anteil der Nichraucher, ...

Xn – Anzahl der Erfolge bei n unabhängigen Beobachtungen
des Vorgangs
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Modell für relative Häufigkeit
Güte der Schätzung
1/
√

n-Gesetz

Modell für das Schätzen

Xn ∼ B(n, p)
(auch bei (relativ kleinen) Stichproben ohne Zurücklegen aus
großen Grundgesamtheiten!)

hn = Xn
n – relative Häufigkeit von A bei n Versuchen

hn dient als Schätzwert für das unbekannte p.

studieren Verteilung der Zufallsgröße hn in Abhängigkeit von
n bei festem (zunächst bekannten) p

untersuchen im Modell Eigenschaften der Schätzgröße
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Modell für relative Häufigkeit
Güte der Schätzung
1/
√

n-Gesetz

Verteilung der relativen Häufigkeit (Modell)

P

(
hn =

k

n

)
=

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

Wählen p = 0, 4 und n = 20, 50 und 100.

Klasseneinteilung:

[0; 0, 05), [0, 05; 0, 15), [0, 15; 0, 25), . . . , [0, 85; 0, 95), [0, 95; 1]

”
Zusammenziehen“ der Verteilung auf den Wert 0,4.

große Abweichungen immer möglich, Chancen dafür sinken
mit wachsendem n
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Modell für relative Häufigkeit
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Modell für relative Häufigkeit
Güte der Schätzung
1/
√

n-Gesetz

Güte der Schätzung

P(|hn − p| ≤ ε) ≥ 1− α

Stichprobenumfang n, Genauigkeit ε und Sicherheit 1− α hängen
zusammen:

ε fest: Je größer n, desto größer 1− α

1− α fest: Je größer n, desto kleiner ε

n fest: Je kleiner ε, desto kleiner 1− α.

Kenngrößen:

E (hn) = E
(

Xn
n

)
= n·p

n = p

Var(hn) = Var
(

Xn
n

)
= n·p·(1−p)

n2 = p(1−p)
n
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Modell für relative Häufigkeit
Güte der Schätzung
1/
√

n-Gesetz

aus dem Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace folgt:

1√
n
-Gesetz

Für große n (Faustregel np(1− p) > 9) gilt

P

(
|hn − p| ≤ k

√
p(1− p)

1√
n

)
≈


0, 683 k = 1
0, 954 k = 2
0, 997 k = 3

Wenn man n Versuche macht, muss man mit Abweichungen der
Größenordnung 1√

n
von der erwarteten relativen Häufigkeit der

Erfolge rechnen.
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Modell für relative Häufigkeit
Güte der Schätzung
1/
√

n-Gesetz√
p(1− p) ≤ 1

2 ⇒

P

(
|hn − p| ≤ k

1

2
√

n

)
≥≈


0, 683 k = 1
0, 954 k = 2
0, 997 k = 3

k = 2 : P
(
|hn − p| ≤ 1√

n

)
≥≈ 0, 954

Merkregel

Bei n unabhängigen Versuchen unterscheidet sich die relative
Häufigkeit hn(A) eines Ereignisses A von der Wahrscheinlichkeit
P(A) mit einer Sicherheit von mindestens 95% höchstens um 1√

n
.

Beispiele:

n 20 100 200 400 800 2000
1√
n

0,22 0,10 0,07 0,05 0,04 0,02
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Modell für relative Häufigkeit
Güte der Schätzung
1/
√

n-Gesetz

Zurück zu den Babydaten

Jungenanteil der Geburten in Deutschland betrug: 0,513

verwenden dies als Schätzwert für p = P(Junge)

n 20 100 200 400 800
1√
n

0,22 0,10 0,07 0,05 0,04

maximale Abweichung von p 0,24 0,16 0,10 0,06 0,03

Eine relative Jungen-Häufigkeit von 0,75 bei 20 Geburten ist
eine signifikante Abweichung vom erwarteten Wert 0,513 auf
dem Siginifikanzniveau 5%.
Dasselbe gilt für 0,61 bei 200 Geburten.
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Modell für relative Häufigkeit
Güte der Schätzung
1/
√

n-Gesetz

Quelle: www.infratest-dimap.de/?id=9, 27.11.2008, 12.30 Uhr
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Modell für relative Häufigkeit
Güte der Schätzung
1/
√

n-Gesetz

P
(
|hn − p| ≤ 2

√
p(1− p) 1√

n

)
≈ 0, 954

n = 1000 und p = 0, 50 liefern ε = 0, 0316

n = 1000 und p = 0, 05 liefern ε = 0, 0138
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Empirisches Gesetz der großen Zahlen
Schätzen einer unbekannten Wahrscheinlichkeit

Zufällige Schwankungen bei seltenen Ereignissen

Modell für relative Häufigkeit
Güte der Schätzung
1/
√

n-Gesetz

Gesetz der großen Zahlen

Für alle ε > 0 gilt

lim
n→∞

P(|hn − p| > ε) = 0. (∗)

In Worten: Zu jeder festen Genauigkeit kann man durch
entsprechend großen Stichprobenumfang jede beliebige Sicherheit
0 < 1− α < 1 garantieren.

statt Standardsicherheiten beliebige Sicherheiten.

1√
n
-Gesetz ist aussagekräftiger und fasslicher.
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Wie etwas Zufälliges entsteht und wie es aussieht.

Quelle: H.-H. Dubben/ H.-P. Beck-Bornholdt: Der Hund, der Eier legt. Hamburg: Rowohlt, 2007, S. 31-39.
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6 | | ||
5 | || | | ||

g 4 || | || |
e 3 | | | | ||
l 2 | | || | |
b 1 | || | | ||

1 2 3 4 5 6

weiß

6 || | || | |
5 | | | || ||

g 4 ||| | || |
e 3 || | |
l 2 || | | | ||
b 1 || ||

1 2 3 4 5 6

weiß

Man
”
erwartet“ bei 36 Würfen auf jedem Feld einen Strich.

Es lohnt sich, selbst zu erleben, was wirklich passiert.

Was erwartet man sonst noch?

Wie viele Felder mit 1, 2, 3, ... Strichen?
Wie lange dauert es, bis kein Feld mehr leer ist?
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N1 – Anzahl der Felder mit genau einem Treffer

Hilfsgrößen Fk mit

Fk =

{
1 falls Feld k genau einen Treffer hat
0 sonst

Anzahl der Treffer im k-ten Feld ist binomialverteilt gemäß
B(36; 1

36), also

P(Fk = 1) =
(36

1

)
· 1

36 ·
(

35
36

)35 ≈ 0, 37

Zufallsgrößen F1,F2, . . . ,F36 sind abhängig

N1 = F1 + F2 + · · ·+ F36 und
E (N1) = E (F1) + (F2) + · · ·+ E (F36) ≈ 13
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analog N0,N1,N2, . . .
N0 N1 N2 N3

Erwartungswerte: 13 13 7 2

beobachtet 1. Serie: 9 18 9 0

beobachtet 2. Serie: 12 13 10 1

Warten auf die vollständige Serie → beim Thema Simulation
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